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Année 2002-2003

Rattrapage : Meécanique Rationnelle
Durée : 02 heures
Exercice 01 : (10 pts)

1) Déterminer par le théoréme de Guldin la surface latérale de I’enveloppe conique
mince obtenue par la rotation autour de I’axe (Oz) de la barre AB de longueur L (voir
figure 01). Retrouver cette valeur par intégration.

2) Déterminer le tenseur d’inertie en O du corps homogéne obtenu par la rotation autour
de I’axe Oz de la barre coudée OAB de la figure 2.

masse du disque

On posera : m;

m, = masse de I’enveloppe conique
z A z A
B B
L L
0] R A > X @) R A > X
Figure :01 Figure :02

Exercice 02: (10 pts) Simulateur de vol
Pour simuler les conditions de vol des avions, les ingénieurs ont congu un appareil spécial

pour I’entrainement des pilotes qui consiste en un bras (1) en rotation dans le plan horizontal

tel que : R, (O, X,,Y,,2,) : repére fixe ;
R, (O, X,,Y,;,2,) :repere mobile lie au bras, avec z, = z, et (X,, %) =(Y,,Y,) = Sens positif ;
Un cockpit (2) en rotation autour de I’axe x, tel que x, =x, et (y,,V¥,)=(z,,Z,) =6 sens

> o> o

positif; R,(B,X,,Y,,2,) : repére lié au cockpit avec OB = R.
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Un siége-pilote (3) en rotation autour de I’axe y, telque: y, =y, et (X,,X;) =(2,,2;) =¢

sens positif. R;(B, Xx;,Y,,2;) : repére lié au siége-pilote. Le pilote est lié au siége, sa téte

— -

est repéré par le vecteur position BT =Lz, .

Tous ces éléments sont en rotation contrélée par I’ordinateur pour simuler les différentes
manceuvres. Il a fallu faire des calculs pour déterminer les parametres cinématiques afin de les
varier de facon sensée pour savoir a quelles accelérations seront soumis les pilotes.

Vous étes I’ingénieur responsable de ces calculs, il vous est demandé de :

1) Etablir les figures planes représentatives des trois rotations et les matrices de passages
correspondantes ;

2) Trouver le vecteur position du point T, ainsi que le vecteur rotation du siege pilote par
rapport a Ro;

3) Déterminer le vecteur vitesse absolue du point T par composition de mouvement et par la
cinématique du solide.

4) Déterminer I’accélération absolue du point T par composition de mouvement.

On prendra R, comme repére de projection
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Solution :

Exercice 01 : (10 pts)
1) Surface Latérale : A

a) par le théoréme de Guldin

—

S—27.R,.L oé:OLZOB :

— [R/2 R
OG = avec R, =CG=—
h/2 2

Alors: S = 27r.§. L=~x.RL

Figure :01

b) par intégration
L’élément d’intégration est donné par : ds = 2z.r.dL

Les triangles OAB et CGB sont semblables, nous avons : G = cB = L h-2

OA OB R h

Nous avons aussi : E:E = dL :Ldz et h?+R?=1L2
dL L h
h
ds = 27zrdl = 27300 =2) Ly, S = Z’TH?'L [(h-2)0z
0

2

s 2ZRLIp. M) RL
h 2

2) Tenseur d’inertie :

La rotation de la barre OA autour de I’axe Oz donne un disque de masse m; de rayon R, et la

barre AB donne une enveloppe conique de masse m, . Le moment d’inertie du systéme est la

somme des moments d’inertie des deux solides : 1) = loisuey T No(cone)

Pour le disque :

(xoz) et (yoz) sont des plans de symétrie: 1, =1,=1,=0

Xy Xz yz

Les axes Ox et Oy jouent le méme role alors : 1, =1, ; de plus nous avons un solide plan

XX

- — — — y24
alors: I, +1,=1, = IXX_IW_7
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m,R?

= [(x*+y*)dm=
S

Pour I’enveloppe conique : (Oz) est un axe de revolution

Les plans (xoz) et (yoz) sont des plans de symétrie : I,

Les axes Ox et Oy jouent le méme role alors : | W

XX

I, = [(x*+y*)dm=[r’dm=[r’c.ds ; onadéja ds=2zrdL =
S S S

R? 27.R.L
h—2)dz =o|—(h-2)°.

IZZ _ J’rzo_. 27T§L

S

XX

vy

4 2
[z?dm=[z"0. 2ZRL gy = ZERE N _ Mo
S S h h 12 6
2 2
Ixx = I)’)’ =%+ mZh
4 6
~ , , -
m,R +m2h 0 0

4 6 , )

Lo(cone) = 0 ﬂ+ M, 0 |:; avec: h?=L?-R?
4 6 ,
0 0 M, R
. 2 .
I R> m,h’
m +m,)—+ 0 0
(m; +m,) 1 s 2
R®> m,h
IO(systéme) = 0 (m1+m2)T+ 26 0
R2
0 0 (ml+m2)7

B 2
mlf 0 0
m,R?
O(disque) — 0 14 0
5 m,R?
| 2
=1, = |yZ =0
27;?'L(h—z)dz
R> m,R’

(h-2z)dz=0.7.R.L. X

| .
?Jrj.zzdm ;on calcul seulement I’intégrale: J'zzdm
S S

2




Université de Boumerdés-Faculté des sciences-Département de physique
Recueil d'examens de Mécanique rationnelle de 1999 a 2009 :A.KADI ; A.HADI

Exercice 02 : (10 pts)
1. Figures planes des trois rotations et les matrices de passages correspondantes ;

a) Rotation du bras
Nousavons: OB =R et R,(X,,Y,,Z,) unrepere fixe. R, : étant le repére de projection on
exprimera toute les données dans ce repere.

R,(X.,Y;,Z,) :enrotation/a R, tel que: z, =z, et (X,,%,) =(Y,,Y,) =W Sens positif

Matrice de passage de R, vers R, y
1
Xo cosy —siny 0) X > o
- i 4 4 —3 ZO = Zlo vl// » —
Yo |=|siny cosy Ofy, Yo
z, 0 0 1) 2 )
"RoR . X

a) Rotation du cockpit
R,(B,X,,Y,,2z,) :enrotation/ R, tel que x, =X, et (y,,¥,)=(z,,z,) =6 sens positif ;

Matrice de passage de R, vers R,

- - 22
Xy 1 0 0 Xy

E o X=x B0 .
Yy, |=|0 cos@ -—siné |y, Z,
N

0 sin@ cosd z:

N
N

P N
Rl_)RZ - Y,

a) Rotation du siege pilote

R,(B,X;,Y,,2;) enrotation/ tel que: y, =y, et (X,,X;) =(z,,2Z;) =¢ sens positif.

Matrice de passage de R, vers R, N
- N 3
X3 cosp 0 —sing) X > 2B M4 N
- - Y, =Y -
Yo |=| 0 1 0 |y, 2
Z, sinp 0 cosg ) 7, »

PR5R, > 2
2
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2. Vecteur position du point T par rapport a R, exprimé dans R,

Nous avons : OT = OB+ BT , sachant que BT = Lzﬁ3

R 0 Lsing R+ Lsing
OB= 0 ; BT= {0 = 0 d’ou: OT= 0
L L L
R.R, 0 R, R, cos @ R, cos ¢

Vecteur rotation du siege pilote :

°« (]

Q=2+ QL+ Q0 =gy, +OX,tpz,
Par la matrice de passage de R, vers R, le vecteur z, ‘écrit: z, =sindy,+coséz,
Q3 :goy2+49x2+z//(sin¢5?y2+cos¢9zzj:6?x2+(go+z,//sin€)y2+z,//cosé?z2

. 0
Q= Jp+wsing
w oS 6
2

3. Vecteur vitesse du point T

3.1. Par composition de mouvement

V., =V, +V,, < VT)=V*TM)+V,)(T)
s Lé)cosw
. . . 02 d’BT
La vitesse relative est donnée par: V-°(T)= 0
—Lesing

2

La vitesse relative s’écrit: V.2 (T) =V °(0) + Q%A OT

. 0 R+ Lsing Lysingcose
V)(T)= {wsingd A 0 = {-LOcosg+ycosd(R+Lsing)
ycosd R, Lcose —ysind(R+ Lsing)
2 RZ

En faisant la somme on obtient :



Université de Boumerdés-Faculté des sciences-Département de physique
Recueil d'examens de Mécanique rationnelle de 1999 a 2009 :A.KADI ; A.HADI

Lg.0C03(0+ Lz}sin 6cos e

Vo) = —Léc05¢+y./cose(R+Lsin(p)
—Losing—ysind(R+Lsing)

3.2. Par la cinématique du solide

La vitesse relative s’écrit: V°(T) =V°(B) +QIA BT

0 R 0
Nousavons: V°(B)=V°(0)+Q2A0B= {wsind A {0 = 4 Rycosd
weosd R0 g |-Rysing
2 ? 2
0 Lsing Lg.0C05(0+L1/./Sim9003(p
QgAéT: Q+wsing A 0 = —Lé&cose+ Ly cosdsing
v CoS 6 R, (LCOSQ —Losing —wsin@sing

2 RZ

La somme des deux expressions donne :

L(;)COS(p-i- L:/./sin 6cosg

VO(T)= —Lécow+z}cos¢9(R+Lsin(p)
—Lopsing—ysind(R + Lsing)

2

4. Accélération absolue du point T par composition de mouvement
Son expression est donnée par la relation suivante : 7, (T) =7, (T) + 7ot (T) + 7 corioiis (T)

P M) =72 M)+ 7T+ 7 (T)

Explicitons chacun du terme de cette relation :

- L;Z;COS¢—L¢)ZSin§0
w: rm=2Y0 0
' dt

—~Lesing—Lg?cosg

2

N
00

70 (T)=7°(0)+ d d?z A0T+QgA(QgA6?]

7°(0)=0



Université de Boumerdés-Faculté des sciences-Département de physique
Recueil d'examens de Mécanique rationnelle de 1999 a 2009 :A.KADI ; A.HADI

> > 0 R+Lsing
dOQO N dZQO N o o o
it 2A0T = " 2A0T= Jysind+yHcosd A 0
. w06 -y Osin O R, L Lcosg
2
LCOS¢(§.1;Sin6?+l/./éCOSI9j
dOéO s oo oo ° o
(2): r 2ZA0T = L9c03¢+(R+ Lsin (p)(z//cos@—z//esinej
~(R+ Lsingo{z;sinew./écos@j
RZ
R L 0 0 R+ Lsing
Qg/\(Qg/\OTJ: wsind A {wsind A 0
/C0S 0 /C0S 0 Lcosg
R, 4 R, 4 R,
0 Ly cosgsind
QSA(Qg/\C_ﬁ)-j= wsing A —Lécos(p+z/./cos¢9(R+Lsingo)
w cos O ~ysind(R+ Lsing)
R, R,
—w?(R+Lsing)+ Ly 0c0s pcosd
(3): QgA(Qg/\ C_)TJ: y'/ésin O(R + Lsing)+ Ly? cospcosfsin g
—L&%cosp +wBcosd(R+ Lsinp)— Ly’ cosgsin? @

R,

7. ()= 2[92Av2(r)]
- 2Lz}g.osin @sin g

0 Lg.ocow
@4): y.(M)=2 wsingd A 0 = 2p0sinp + 2Ly pcosécos e
w C0S 6 . —Lgsing — 2Ly psinfcosg
RZ

2

La somme de ces expressions donne I’accélération absolue du point T

70 (T) = (1) +(2) +(3) + (@)



