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Soit un disque homogeéne (1), de centre C, de masse M et de rayon R. En un point A du disque est
articulée une barre AB (2) ; mince, homogéne, de centre d’inertie G, ,de masse m et de longueur
2L, telle que : AC =a =cste .

Le disque roule sans glisser sur le sol (0) muni du repere fixe R, (O, X,, Y,,Z,), le point de contact

I entre le disque et le sol (0) est repéré par Ol = X(t) X, , ou t est le paramétre temps.
On désigne par :

> o > > o

R,(C,x,,V,,2,) : Repeére lié au disque qui se déduit de R,, par la rotation autour de I’axe z, = z,,

- = - -
telle que (XO,XlJ =(yo, ylj =0(t)

> o o

R,(A X,,Y,,2,) : Repere lié a la barre qui se deduit deR,, par la rotation autour de I’axe
- - - = - -
2, =12, telle que | X, %, |=| y1. Y2 | = o(t)

On choisira R,comme repere relatif et de projection R, étant le repéere absolu.

A :_Cinématique : (9 Points)
Déterminer :

A-1: les vitesses de rotation des deux solides par rapport aR, ;
A-2 : la vitesse du point C, par rapport a R,, par dérivation ;
A-3 : la vitesse du point A, par rapport a R,, par la cinématique du solide ;

A-4: la condition de roulement sans glissement du disque sur le solen I ;
A-5 : les vitesses relative, d’entrainement et absolue du centre de masse G, de la barre ;

A-6 : les accelérations relative et de Coriolis de G, .

B : Géométrie des masses : (4 Points)

B-1 : Donner la matrice d’inertie du disque au point C dans Ry ;
B-2 : Ecrire la matrice d’inertie de la barre au point A dans Ry;

-—
B-3 : En déduire le moment d’inertie de la barre par rapport a I’axe (A, le :

C : Cinetigue : (5 Points)
Calculer :
C-1: Le moment cinétique de (1) par rapport au repére Ry, au point C ;
C-2 : Le moment cinétique de (2) par rapport au repere Ry , au point A ;
C-3: L’énergie cinétique du systeme (1)+(2).
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Corrigé¢ EMDO02 : Mécanigue rationnelle 02 juin 2008

| A | Cinématique |

1- Vitesses instantanées de rotation des solides S; et S, par rapporta Ry :
QY =-07z, ; Qg:Q12+Qf:—(0+(pj z,

2- vitesse absolue de C, par dérivation :

_ oy d°0C _d° X

V°(C) — 10 =

dt dt
R, }\‘ R, (0 R

3- vitesse absolue du point A, par la cinématique du solide :

N Xcosé 0 a Xcosé
VO(A) =VO(C)+Q°ACA ; VOA)= Ixsin@ + {0 A {0 = Ixsing—ao
. ]

0 o |0
Ry K E Ry

4- condition de roulement sans glissement :
La vitesse de glissement du point | du disque par rapport au sol est :

V(I €1/0)=V°(l €)=V (I <0)

S’il n’y a pas glissement, on aalors: V°(1 €1) =V°(l €0) -0

« s .

— . —
=X X, =X(cos@ x, +sin@ vy,)

o

@

|
o I x
O O Xx-

. . . X 0 0 x—RO 0
VO(lel)=Vo(C)+Q°ACI= {0 + 10 A {-R= 0 = 40 = x-RO=0

0 0 0 0 0
R R R
RU TR R ° >

5- vitesse absolue du pointG,, par la composition du mouvement :

VO(Gy) =V1(Gy) +V,(Gy)

* vitesse relative de G,:
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Lcosg

-— - - -
Ona:AG, =Lx, =L(cosp x—sinpy;)= <-Lsing

R, 0
} N —L(.osin(p

— 1 °
Vl(Gz):OI AG, _ —Lgcose .®

dt
0

Ry

* vitesse d’entrainement de G, :

.

- - N
VL2 (G,) =Vo(A) + QA AG,

;<cos 0 — Lésin 7

R >°<cos€ 0 Lcosg . . .
V°(G,)= {xsind-a@® + 0 A {—Lsing = xsin @ —af—- Lé&cos g 4.4@

0 0 0 0
R RI7C R R
D’ou la vitesse absolue deG; :
Xcosé — L(0+ q)jsingo
- ° ° e o
VO(GZ): XSinﬂ—aQ—L(0+¢JCOS¢
0
Ry
6- accelérations relative et de Coriolis du pointG,:
L 1] .2
N —L(¢smgp+gp2005(p)
- 1,1
e accélération relative :71(Gz)=m= —L(pcosp—¢ sing)

dt
0
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e accelération de

_)

Coriolis : yc(G) 2Q1/\V (G,)=2

| B [ Géométrie des masses

1- Matrice d’inertie du dlsque au point C, dansR;

[ MR2

Ic(S)=| o

2- Matrice d’inertie de la barre au point C, dansR, :

Le théoréeme de Huygens generallse donne : IA(SZ) = IG (S )+ ml_]

0
MR?

0

0

MR?

2

0 0 ) 0
= m(2L
IA(Sz)Z 0 (12) 0
2
o 0 m(2L)
L 12

—O

0 0 0
+ml0 L2 0
0 0 L?

—Lgsing
—Lgpcosp=
0

Ry

0 0 0
“lo *m2 o
3
R o 0 %mLZ

-—
3- Moment d’inertie de la barre par rapport a I’axe (A, le :

—

| oy, = (cOSp, —sing, 0) 0

| C | Cinétique |

-

> —
X% = X3 1A(S2)-%

cos g

X =| —sing

cos

0

INGD

| —sing | =(cosg, —sing, 0 —%mLzsingo

—2Lgp0Ocose

2L(;)ésingo

%mL2 sin g
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1- Moment cinétique de (1) par rapport au repere Rg, au point C ;

| MR2

; 0 0
N . , 0 0
5 — % MR
ad(s)=1.00= o . 0 0| = 0
MR? | \-@ — 0
° ° 2 b 2 R

0 0 0 ¥
S = o o | e 0 Leosp ], X003,
oa(S2)=14Q+mAG,AV, =|0 1 0 .0 ] +m {-Lsinpa {xsin6d-aé
amL2 | |—|6+9¢ rU O 0
0 0 R,
L 4 AR, Ry
- 0 0
02(82)2 20 + L] .0 [ ]
_3mL (gﬂpj R, mL xcos &sin ¢ + mL xsin @cosp —mL & cos ¢
4 R,
- 0 0
oA(S) = 0 ¥ 0

2(e o . y p
_3”21'- (gﬂpj R, mL xcos#sin ¢ + mL xsin @ cos ¢ —mL 6 cos ¢
R
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N 0
o2 (S,)= 0

Ry

3- L’énergie cinétique du systeme (1)+(2) :

TO(S, +5,)=TO(S)+TOS,)

2 [ ) [ ] L[] [ ]
- 3“} (49+ ¢J+ mL xsin(@ + @)—mL @ cos

2
M; 0 0
2 T
- - __ > o2 . 2
TO6)=IMvO| 100 Tcal=tmx +o 0 o] | o M
2 2 2 2 . 4 )
i 2
- 207 )
TO)=tmx + M5 09
2 4
2 T @
- - __ - > = )
T(°>(sz)=%m[v,§°)] %92 1,03+m Vv 0} AG, | -
L] 2 I |
Xcosd 0 02 0 0
:%m xsing —aé +%(o 0 —(9+¢)] 0 4”;" 0 0
0 Re o o Am| @)y
L 3 g,
. Xcosé . 0 Lcosop
+m| xsinfd—af | e 0 Al —Lsing
Rl -
, , , XC0s 0 —L(6+¢)sing
—%m(x +a%o —2x0asin¢9j+2n;|' (¢9+(p)2+m xsinf—a@ | e —L(6+@p)cose
0 0
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2 2 2
1 . . L) ] 2ml e o o o LI .
|(O) S,)==m| X +a29 —2x@asiné |+ o+ ¢ 2+I|IL 0+ )| — xsin(6 + @) + afcos e

.2 2 .2 .2 .2 LN ) 2 L] L]
D’oU:T(O)(Sl+SZ):%Mx +M§ 7 +Em{x +a%o —2x¢9asin0}+2rgl' (0+(p)2

+ mL(é+ g;))(— X sin(@ + ) + aé’COWJ




